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Аннотация
В статье рассматривается экономическая ситуация, в рамках кото-
рой финансовая организация (например, банк) выстраивает свою 
инвестиционную политику, распоряжаясь имеющимися финансо-
выми средствами. Средства финансовой организации делятся на 
собственные и полученные от вкладчиков в процессе деятельности. 
Банк привлекает средства клиентов, например, в виде вкладов по 
некоторой процентной ставке, неся при этом расходы по выплате 
процентов за использование этих средств. Таким образом, банк 
может выдавать кредиты по существующей процентной ставке, 
имея в своем распоряжении собственные и привлеченные сред-
ства. Основная цель финансовой организации состоит в формиро-
вании такой финансовой политики и таком распределении прибыли 
на инвестиции (процентный рост) и потребление (дивиденды), 
чтобы обеспечить максимальный объем потребления за некото-
рый период планирования. Эта ситуация представляет собой били-
нейную задачу оптимального управления. В основе исследования 
в направлении достаточных условий оптимальности в классе пред-
ставленных задач лежит принцип максимума Понтрягина. В задаче 
оптимального управления формируются сильно экстремальные 
управления. Опираясь на ранее проводимые исследования, можно 
сказать, что они являются оптимальными управлениями. Следова-
тельно, описанный подход представляет оптимальную инвестици-
онную политику финансовой организации.
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Abstract
The article describes the economic situation where a financial organi-
sation (e.g. a bank) builds its investment policy using available finan-
cial resources. A financial organization has two kinds of resources: 
internal funds and funds, received from depositors. For example, the 
bank raises funds by taking deposits under certain rate of interest, 
bearing costs of interest payments. Thus, the bank, possessing the 
available and outside funds, can grant loans under the current rate of 
interest. The main objective of such a financial organisation is to form 
such an investment and profit distribution policy on investment (per-
centage growth) and usage (interest payments) to ensure maximum 
consumption for a certain planning period. The situation represents 
a bilinear task of an optimal control. At the core of the studies on 
sufficient conditions of optimality lays the Pontyagin’s maximum prin-
ciple. The optimal control problem forms critically extreme controls, 
which are also optimal, judging by previous studies. Hence, the 
approach described represents the financial organisation’s optimal 
investment policy.

© Е. В. Аксенюшкина, 2017
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Первоначальным этапом является поста-
новка задачи. Она формализуется на языке 
оптимального управления. Подобные моде-
ли уже были рассмотрены [1; 2].

Пусть [0, T] — период планирования; 
x(t) — собственные средства (например, при-
быль) банка в момент ∈[0, ]t T ; y(t) — сред-
ства, полученные в виде некоторого займа.

Проведем распределение (управление 
прибылью):

= +1 2( ) ( ) ( ),x t x t x t

где x1(t) — часть прибыли, идущая на инвести-
ции; x2(t) — часть прибыли, распределенная 
на потребление.

Пусть ∈1 (0, 1]r  — процентная ставка по 
инвестициям; ∈2 (0, 1]r  — процентная ставка 
по кредиту. В результате объем прибыли в 
момент t определяется следующим соотно-
шением:

 
= + τ τ + τ τ − τ τ 

 
∫ ∫ ∫1 1 1 2

0 0 0

( ) (0) ( ) ( ) ( ) .
t t t

x t x r x d r y d r y d

Далее в рассмотрение вводятся управ-
ляющие функции (управление): v(t) — доля 
собственных средств, идущая на инвестиции 
в момент t; u(t) — отношение привлеченных 
средств к собственным в момент t, т. е. 

=
( )

( ) .
( )

y t
u t

x t

По смыслу управлений имеют место 
ограничения:

≥ ∈ ∈( ) 0, ( ) [0, 1], [0, ].u t v t t T

Тогда объем прибыли x(t) характеризуется 
следующими соотношениями:

= +

 
+ τ τ τ + τ τ − τ τ = 

 

= + τ τ τ + − τ τ τ

∫ ∫ ∫

∫ ∫

1 1 2

0 0 0

1 1 2

0 0

( ) (0)

( ) ( ) ( ) ( )

(0) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) .

t t t

t t

x t x

r x v d r y d r y d

x r x v d r r x u d

Если = = − ≤ ≤1 2, 1 , 0 1r r c r c , то 

= + τ τ + τ τ∫
0

( ) (0) ( )[ ( ) ( )] .
t

x t x r x v cu d

В результате дифференцирования полу-
чаем фазовое уравнение с начальным усло-
вием x(0) = x0:

= + ( ) .x r cu v x

Кроме того, предположим, что выполне-
но следующее неравенство:

≤


.
x

g
x

Оно характеризует ограниченные воз-
можности банка по наращиванию собствен-

ных средств: относительный прирост соб-
ственных средств (темп прироста) ограничен 
сверху величиной g = const > 0.

В силу фазового уравнения, получаем 
дополнительное условие на управления:

+ ≤ ∈( ) ( ) , [0, ],
g

cu t v t t T
r

будем предполагать, что ≤1g r .
Запишем выражение для целевого функ-

ционала:

Φ = − −∫ ∫
0 0

( , ) (1 ( )) ( ) ( ) ( ) .
T T

u v v t x t dt u t x t dt

Пусть ρ > 0  — параметр дисконтирова-
ния, причем ρ < .r  Следовательно, целевой 
функционал примет вид:

−ρΦ = − −∫
0

( , ) (1 ( ) ( )) ( ) .
T

tu v e u t v t x t dt

Таким образом, получаем следующую 
задачу оптимального управления:

−ρΦ = − − →∫
0

( , ) (1 ( ) ( )) ( ) max,
T

tu v e u t v t x t dt

= + = 0( ) , (0) ,x r cu v x x x

и множество допустимых управлений:

( ( ), ( )) [0, ]:( ( ), ( )) ,
,

[0, ]

u v PC T u t v t V
W

t T

⋅ ⋅ ∈ ∈ 
=  ∈ 

где 
≥ ≤ ≤ 

  = + ≤ 
 

∈ ∈ < ρ  

( ) 0, 0 ( ) 1,

( ) ( ) , .

[0, ], [0,1),

u t v t

g
V cu t v t

r
t T c r

Вторым этапом является процедура ре-
шения задачи. Получена билинейная задача 
оптимального управления, которая решается 
с использованием принципа максимума Пон-
трягина [3–7]. Составим функцию Понтрягина:

ψ = ψ + + − −( , , , ) ( ) (1 ) .H x u v r cu v x u v x

Сопряженное уравнение имеет вид:

ψ = ρψ − ψ + − − − ψ = ( ) (1 ), ( ) 0,r cu v u v T

его решение записывается следующим об-
разом:

+ − ρ −− −
ψ = −

+ −ρ
( ( ) ) ( )1

( ) (1 ).
( )

r cu v T tu v
t e

r cu v

Рассмотрим фазовое уравнение для дан-
ной задачи:

= + = 0( ) , (0) ,x r cu v x x x

его решение будет положительным
+= ≥

∀ ∈ ∈

( )
0( , , ) 0

[0, ], , .

r cu v tx t u v x e

t T v u V 	
(1)
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Пусть ∈( )x t X  — множество фазовых 
траекторий. Построим пару управлений, 
удовлетворяющих принципу максимума, по 
следующему правилу:

,
( ( ), ( )) argmax ( ( , , ), ( , , ), , ),

[0, ],

u v V
u t v t H t u v x t u v u v

t T

∈
= ψ

∈
тогда сильно х-экстремальное управление 
будет иметь вид:

∈
= ψ

,
( ( ), ( )) arg max ( ( , , ), ( ), , ),

u v V
u t v t H t u v x t u v

где ∈( )x t X  — произвольная фазовая траекто-
рия. Подставим значение функции Понтрягина:

∈

=
= ψ + − −

,

( ( ), ( ))

arg max( ( , , ) ( ) ) ( ),
u v V

u t v t

r t u v cu v u v x t

так как ≥( ) 0x t . С учетом этого можно утвер-
ждать, что сильно х-экстремальное управле-
ние будет оптимальным в рассматриваемой 
задаче [8; 9].

Таким образом, для поиска оптимальных 
управлений необходимо решить следующую 
задачу:

ψ − + ψ − → ∈ ∈(( 1) ( 1) ) max, , .rc u r v x u V v V

Поскольку ≥( ) 0x t , согласно (1), то зада-
ча на поиск управлений *( )u t   и *( )v t   эквива-
лентна задаче

ψ − + ψ − →( 1) ( 1) max,rc u r v

+ ≤ ≥ ∈, 0, [0, 1].
g

cu v u v
r

Обозначим
ψ = ψ −1( ) 1,y r c 	 (2)

ψ = ψ −2( ) 1.y r 	 (3)

Получим следующую задачу:

+ →1 2 max,y u y v

+ ≤ ≥ ∈, 0, [0, 1].
g

cu v u v
r 	

(4)

Полученная задача является задачей 
линейного программирования с двумя пере-
менными, поэтому ее можно решить графи-
чески [10–12]. 

Очевидно, что максимум функции дости-
гается в угловой точке допустимого множе-
ства. Все зависит от расположения вектора 
нормали (целевого вектора) = 1 2( , )y y y y , 
который указывает направление возрастания 
целевой функции +1 2( )y u y v . Далее рассмо-
трим все случаи его расположения.

Решим задачу (4) графически в зависимо-
сти от значений y1 и y2, с учетом соотношения 

≤1g r .
1. Особый случай, когда y1 = 0 и y2 = 0, 

при этом управления могут принимать любые 
значения из класса допустимых управлений.

Проверим, возможен ли этот случай:

ψ = ψ − =1( ) 1 0,y rc

ψ = ψ − =2( ) 1 0.y r

Из равенств следует, что c = 1, а это 
противоречит условию задачи, т.  е. данный 
вариант не допустим.

2. Случай, при котором y1 = 0 и y2 > 0. 
Решением задачи будет

* 0
.

*

u

g
v

r

=



=

Так как y1 = 0, то ψ − =1 0.rc   Отсюда

ψ =
1

.r
c

С учетом этого соотношение (3) примет сле-
дующий вид:

= ψ − = − >2

1
1 1 0.y r

c
Следовательно, это предположение выпол-
нимо.

3. Пусть y1 > 0, y1 < cy2, тогда решением 
задачи будет

* 0
.

*

u

g
v

r

=



=

Так как y1 < cy2, то 

ψ − < ψ −1 ,rc rc c

следовательно, c – 1 < 0. Потому как c < 1, 
данное условие выполняется, значит, такой 
случай возможен.

4. Случай, где y1 > 0, y2 > 0, y1 > cy2, при 
этом решение будет иметь вид:

*
.

* 0

g
u

rc
v

 =

 =

Подставив в неравенство y1 > cy2 выра-
жения для y1 и y2, приходим к неравенству 
c – 1 > 0, выполнение которого по условию 
задачи невозможно, т. е. данный вариант не 
подходит.

5.  В случае при котором y1 > 0, y2 = 0, 
решение будет иметь вид:

* 0
.

*

u

g
v

r

=



=
Воспользовавшись выражениями для y1 и 

y2, опять приходим к противоречию c – 1 > 0 
и отбрасываем этот вариант.

6.  Пусть y1 > 0, y2 < 0, y1 > cy2. Тогда 
оптимальной является точка
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*
.

* 0

g
u

rc
v

 =

 =

Так как y1 > cy2, то получаем

ψ − < ψ −1 .rc rc c

Отсюда c – 1 > 0, следовательно, этот вари-
ант не подходит.

7.  В случае, когда y1 = 0, y2 < 0, опти-
мальным будет множество точек

* [0, ]
.

* 0

g
u

rc
v

 ∈

 =

Воспользовавшись формулами (2) и (3) 
по уже приведенной схеме, получаем нера-
венство c – 1 > 0, что говорит о недопусти-
мости данного варианта.

8. Пусть y1 < 0, y2 < 0. Очевидно, что оп-
тимальным решением будет точка

* 0
.

* 0

u

v

=
 =

Если y2 < 0, то из (3) получаем
ψ <1.r

Теперь, учитывая это, рассмотрим y1:

= ψ − < − <1 1 1 0,y rc c

т. е. неравенство y1 < 0 выполняется, следо-
вательно, этот вариант возможен.

9. В случае, при котором y1 < 0, y2 > 0, 
y1

 < cy2, решением задачи будет

* 0
.

*

u

g
v

r

=



=
Снова воспользовавшись формулами (2) 

и (3), приходим к неравенству c – 1 > 0, из 
которого следует, что данный вариант воз-
можен.

10. Пусть y1 < 0, y2 = 0, тогда решением 
задачи будет

* 0
.

* [0, ]

u

g
v

r

=



∈
Поскольку y2 = 0, то получаем ψ − =1 0r . 

Таким образом, выражение (2) примет вид

= − <1 1 0.y c

Следовательно, этот вариант тоже не 
противоречит условиям.

11. В случае, когда y1 > 0, y2 > 0, y1
 = cy2, 

управление u* принимает любое значение из 
отрезка ≤ ≤0 *u g rc, а управление v* зада-
ется уравнением прямой

= − +* * .
g

v cu
r

С учетом (2), (3) получаем
ψ − = ψ − =1 , c 1.rc rc c

Это равенство не выполняется в силу того, 
что c < 1 по условию задачи. Следовательно, 
рассмотренный случай невозможен.

Теперь проанализируем все допустимые 
случаи и объединим их в общее решение

=*( ) 0,u t

 ψ <

ψ = ψ =

 ψ >

2

2

2

0, ( , ) 0

*( , ) [0; ], ( , ) 0 .

, ( , ) 0

y t

g
v t y t

r
g

y t
r

Приведем схему дальнейшего решения 
задачи [13–16]:

1. По найденным управлениям вычислим 
( , , ), [0, ].t u v t Tψ ∈   

2. Построим экстремальные управления

* *( ( , , ), ), [0, ],u u t u v t t T= ψ ∈

* *( ( , , ), ), [0, ].v v t u v t t T= ψ ∈

3.  Найдем фазовую траекторию x(t), 
( ), [0, ]x t t T∈ , как решение системы

= + = 0( * *) , (0) .x r cu v x x x

Приступим непосредственно к решению 
задачи. 

По найденным управлениям рассчитаем 
сопряженную траекторию ( , , ), [0, ].t u v t Tψ ∈  
Так как в этом случае управление u* = 0, то 
будем рассматривать, какие значения прини-
мает функция y2 на [0, T]. Найдем ее значе-
ние в конечный момент времени T:

==ψ = ψ − = ψ − = − <2( ) ( 1) ( ) 1 1 0.t Tt Ty r r T

Следовательно, v* = 0. Подставляем данные 
управления в сопряженное уравнение

ψ = ρψ − ψ + − − − ψ = ( ) (1 ), ( ) 0,r cu v u v T

получаем
ψ = ρψ − ψ = 1, ( ) 0.T

Решая задачу Коши, получим общую 
формулу для сопряженной траектории:

ρψ = +
ρ1

1
( ) .tt c e

С учетом ψ =( ) 0T , получим

ρ −ρ+ = ⇒ = −
ρ ρ1 1

1 1
0 ,T Tc e c e

ρ −ψ = − ≤
ρ ρ

( )1 1
( ) , .t Tt e t T

Подставляем найденное решение в y2:

ρ −ψ = ψ − = − −
ρ

( )
2( ( )) ( ) 1 (1 ) 1.t Tr

y t r t e
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Найдем точку переключения y2(t) = 0:

ρ −− =
ρ

( )(1 ) 1,t Tr
e

ρ − −ρ
=( ) .t T r

e
r

Прологарифмировав это выражение, получим

−ρ ρ − =  
 

( ) ln ,
r

t T
r

отсюда
 

= −  ρ −ρ 

1
ln .

r
t T

r

Обозначим через 

 
τ = −  ρ −ρ 

1

1
ln

r
T

r

точку переключения. В  точке = τ =1 2, ( ) 0t y t ,  
при τ < ≤ <1 2, ( ) 0t T y t . Найдем знак y2(t) в 
зависимости от расположения τ1.

1. Если τ ≤1 0, то < ≤ ≤2( ) 0, 0y t t T. Значит 

* 0
, [0, ].

* 0

u
t T

v

=
∈ =

2. Если 0 < τ1 < T, то сделаем предполо-
жение на знак y2(ψ) на участке (0, τ1]:

– y2(ψ) < 0 на 0 < t < τ1;
– y2(ψ) = 0 на 0 < t < τ1;
– y2(ψ) > 0 на 0 < t < τ1.
Далее проведем анализ этих ситуаций:
1.  Пусть y2(t) < 0, t < τ1, следовательно, 

v* = 0. Подставляем данное управление в со-
пряженное уравнение и находим его решение:

ρψ = ρψ − ⇒ ψ = +
ρ



2

1
1 ( ) ,tt c e

−ρτρ ρ −
ψ τ = ⇒ + = ⇒ =

ρ ρ
1

1 2 2

1 1 1
( ) ,T r

c e c e
r r r

ρ − τρ −
ψ = + < τ

ρ ρ
1( )

1

1
( ) , .tr
t e t

r

Подставляем найденное решение в y2:

ρ − τ ρ − τ

ψ = ψ − =

 ρ− = + − = − −  ρ ρ   
1 1

2

( ) ( )

( ( ), ) ( ) 1

1 1 1 ( 1),t t

y t t r t

r r r
e e

r

так как 

ρ < ⇒ − <
ρ

1 0.
r

r

На рассматриваемом промежутке  
ρ − τ ρ −τ− τ < ⇒ < ⇒ − <1 1( ) ( )

1 0 1 1 0.t tt e e  В итоге 
получаем, что y2(t) > 0, t < τ1. Пришли к про-
тиворечию, значит данный случай не выпол-
няется.

2.  Пусть y2(t) = 0, t > τ1. Проверим 
возможность скользящего режима: если 

ψ = ψ −2( , ) 1,y t r  то ψ =1 .r

Проведем проверку с помощью диффе-
ренцирования по t:

ψ − = ⇒ ψ = ⇒ ψ = ( 1) 0 0 0.
d

r r
dt

Вернемся к сопряженному уравнению

ψ = ρψ − ψ − + = 1 0,r v v

ψ − = ⇒ ρψ − = ⇒ ψ = ≠
ρ
1 1

( 1) 0 1 0 .v r
r

Пришли к противоречию, значит данный слу-
чай не выполняется.

3. Пусть теперь y2(t) > 0, t < τ1, следова-
тельно, =* .v g r  Подставляем данное управ-
ление в сопряженное уравнение

ψ = ρψ − ψ + − − − ψ = ( ) (1 ), ( ) 0.r cu v u v T

Получаем

ψ = ρψ − ψ − + ψ τ =

1

1
1 , ( ) .

g
g

r r
Решим поставленную задачу Коши. Ее 

решение находится по стандартной формуле:

−ρ τ −− −ρ
ψ = +

−ρ −ρ
1( )( )( ) .

( ) ( )
g tg r r

t e
r g r g

Подставляем полученное выражение в 
y2(ψ(t), t):

− ρ τ −

− ρ τ −

− −ρ
= + − =

−ρ −ρ
−ρ

= −
−ρ

1

1

( )( )
2

( )( )

( ) 1

( 1).

g t

g t

g r r
y t e

g g

r
e

g

Оценим данное выражение при условии, 
что 0 < ρ < r и 0 < g ≤ r:

1. Если (g – ρ) < 0, то − ρ τ − − <1( )( )( 1) 0g te  и  

−ρ
<

−ρ
0.

r

g

Значит y2(t) > 0, 0 ≤ t < τ1.
2. Если (g – ρ) > 0 , то − ρ τ − − >1( )( )( 1) 0g te  и  

−ρ
>

−ρ
0.

r

g

Значит y2(t) > 0, 0 ≤ t < τ1. 
Таким образом, y2(t) > 0, 0 ≤ t < τ1. Это 

не противоречит нашим предположениям, 
следовательно, данный случай выполняется.

В результате получили экстремальное 
управление:

1. Если τ1 ≤ 0, т. е. 

 
≤  ρ −ρ 

1
ln ,

r
T

r
тогда 

*( ) 0
, [0, ].

*( ) 0

u t
t T

v t

=
∈ =

Соответствующую фазовую траекторию 
x*(t) = x0 можно представить в виде графика 
(рис. 1).
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2. Если τ1 > 0, т. е. 

 
>  ρ −ρ 

1
ln ,

r
T

r

тогда 
=

 ≤ < τ= 
 τ ≤ ≤

1

1

*( ) 0,

, 0
*( ) .

0,

u t

g
t

v t r
t T

Соответствующую фазовую траекторию

τ

 ≤ < τ
= 

τ ≤ ≤ 1

0 1

0 1

, 0
*( )

,

gt

g

x e t
x t

x e t T

также можно представить в виде графика 
(рис. 2).

Приведем экономическую интерпрета-
цию оптимального управления: 

1. u*(t) = 0, v*(t) = 0 на всем отрезке, если 

 
≤  ρ −ρ 

1
ln .

r
T

r

В этом случае выгоднее ничего не пред-
принимать: ни привлекать, ни размещать 
капитал.

2. u*(t) = 0
 ≤ < τ= 
 τ ≤ ≤

1

1

, 0
*( ) ,

0,

g
t

v t r
t T

если 
 

>  ρ −ρ 

1
ln .

r
T

r

В этом случае привлекать дополнитель-
ные средства нецелесообразно на всем 
периоде планирования. Доля собственных 
средств, подлежащих размещению, в пер-
вом периоде должна составлять g/r, а во 
втором периоде при

1
ln ,

r
t T T

r

  
∈ −  ρ −ρ  

размещать собственные средства не вы-
годно.

0 T t

x(t)

x0

Рис. 1. График фазовой траектории
0 T t

0

x(t)

τ1
Рис. 2. График фазовой траектории
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